
2023 秋季学期
算法设计与分析

课后作业

任课教师: 陈宇

作业提交注意事项

• 格式要求: 电子版, 格式统一为 pdf, 推荐使用 LaTex 排版. 不接受手写扫描, 手写
文字识别不清会有误判可能.

• 道德要求: 独立完成, 不可以合作讨论, 严禁抄袭!!! 书面作业和编程作业若发现无
法解释的雷同, 将一律按作弊处理, 课程成绩判零并上报教务.

• 提交方式: 将作业 pdf直接作为附件发送至助教的邮箱 sdu_algorithms_ta@163.com,
邮件的主题格式请设置为 “姓名 + 学号 +2023 秋季算法作业”

• 最后提交时间: 2023.12.31

1 算法分析技术

1.1 假设 f 和 g 是定义在自然数集合上的函数, 若对某个其他函数 h 有 f = O(h) 和

g = O(h) 成立, 那么证明 f + g = O(h)

1.2 设 n, a, b 为正整数, 证明下述性质:⌈⌈
n
a

⌉
b

⌉
=
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⌉
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1.3 对于下面每个函数 f(n), 用 Θ 符号表示成 f(n) = Θ(g(n)) 的形式, 其中 g(n) 要尽

可能简洁. 比如 f(n) = n2 + 2n + 3 可以写成 f(n) = Θ(n2). 然后按照阶递增的顺序将
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这些函数进行排列:

(n− 2)!, 5 log(n+ 100)10, 22n, 0.001n4 + 3n3 + 1, (lnn)2

n1/3 + logn, 3n, log(n!), log(nn+1), 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n

1.4 求解以下递推方程: {
T (n) = T (n− 1) + log 3n

T (1) = 1

1.5 求解以下递推方程: {
T (n) = 5T (n

2
) + (n logn)2

T (1) = 1

1.6 求解以下递推方程: {
T (n) = T (n− 1) + 1

n

T (1) = 1

2 排序类算法

2.1 设 A = {a1, a2, . . . , an}, B = {b1, b2, . . . , bm} 是整数集合, 其中 m = O(logn). 设计
一个算法找出集合 C = A ∩ B. 要求给出算法伪码描述和复杂度分析.

2.2 设 A 是 n 个数构成的数组, 其中出现次数最多的数称为众数. 设计一个算法求 A

的众数, 给出伪码和最坏情况下的复杂度.

2.3 给定含有 n 个不同的数的数组 L = ⟨x1, x2, . . . , xn⟩. 如果 L 中存在 x, 使得 x1 <

x2 < · · · < xi−1 < xi > xi+1 > · · · > xn, 则称 L 是单峰的, 并称 xi 是 L 的 “峰顶”. 假设
L 是单峰的, 设计一个算法找到 L 的峰顶, 要求给出算法伪码描述和复杂度分析.

2.4 设 S1, S2, . . . , Sk 是整数集合, 其中每个集合 Si(其中 1 ≤ i ≤ k) 中整数取值范围是
1 ∼ n, 且

∑k
i=1 |Si| = n, 试设计一个算法, 在 O(n) 时间内将 S1, S2, . . . , Sk 分别排序.

3 分治算法

3.1 设 A 是 n 个非 0 实数构成的数组, 设计一个算法重新排列数组中的数, 使得负数都
排在正数前面. 要求算法使用 O(n) 的时间和 O(1) 的空间.

3.2 设 S 是 n 个不等的正整数集合, n 为偶数, 给出一个算法将 S 划分为子集 S1 和 S2,
使得 |S1| = |S2| = n/2, 且

∣∣∑
x∈S1

x−
∑

x∈S2
x
∣∣ 达到最大, 即使得两个子集元素之和的

差达到最大.
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3.3 设 A 和 B 都是从小到大已经排好序的 n 个不等的整数构成的数组, 如果把 A 和 B

合并后的数组记作 C, 设计一个算法找出 C 的中位数并给出复杂度分析.

3.4 输入三个正整数 a, p, k, 求 ap mod k 的值. 提示: 由于数据的规模很大, 如果直接计
算, 不仅需要采用高精度, 而且时间复杂度很大. 例如 1025 mod 7 = 3, 但 1025 超出了整

型数的表示范围, 不能直接计算. 请使用分治策略实现取余运算的算法并给出复杂度分
析.

3.5 在 n(n ≥ 3) 枚硬币中有一枚重量不合适的硬币 (重量过轻或是过重), 如果只有一架
天平可以用来称重且称重的硬币数没有限制, 设计一个算法找出这枚不合适的硬币, 使
得称重的次数最少? 给出算法的伪代码描述, 如果每称一次就作为一次基本运算, 分析
算法最坏情况下的时间复杂度.

4 贪心算法

4.1 若在 0-1 背包问题中, 各物品依重量递增排列时, 其价值恰好依递减序排列. 对于这
个特殊的 0-1 背包问题, 设计一个有效算法找出最优解, 并说明算法的正确性.

4.2 将最优装载问题的贪心算法推广到两艘船的情形, 贪心算法仍然能产生最优解么?
若能, 给出证明. 若不能, 请给出反例.

4.3 设 Γ = {1, . . . , n} 是 n 个字符的集合. 证明关于 Γ 的任何最优前缀码可以表示长度

为 2n− 1 + n⌈logn⌉ 位的编码序列. (提示: 先考虑树结构的编码, 再考虑叶结点对应字
符的编码)

4.4 设 A = ⟨a1, a2, . . . , an⟩, B = ⟨b1, b2, . . . , bm⟩ 是两个序列, 其中 m ≤ n, 设计一个
O(n) 时间的算法, 判断 B 是否为 A 的子序列, 说明算法的设计思路, 给出伪代码并证
明算法的正确性.

5 动态规划

5.1 图书馆大门前有 n 级台阶, 你每次跨上 1 级或者 2 级, 请问登上 n 级台阶总共有多

少种不同的方法? 设计一个算法求解上述问题, 尝试写出公式, 说明算法设计思想和时
间复杂度.

5.2 n 种币值 v1, v2, . . . , vn 和总钱数 M 都是正整数. 如果每种币值的钱币至多使用 1
次, 问: 对于 M 是否可以有一种找零钱的方法? 设计一个算法求解上述问题. 说明算法
设计思想, 分析算法最坏情况下的时间复杂度.

5.3 设 P 是一台高性能服务器, T = {1, 2, . . . , n} 是 n 个计算任务集合, ai 表示任务 i

所申请的计算资源. 已知服务器的最大计算资源是正整数 K. 请确定 T 的一个子集 S,
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使得
∑

i∈S ai ≤ K, 且 K −
∑

i∈S ai 的值达到最小. 请设计一个算法求解 S, 并分析最坏
情况下的时间复杂度.

5.4 设计一个 O(n2) 时间的算法, 找出由 n 个数组成的序列的最长单调递增子序列.

6 算法复杂性初步

6.1 证明: P ⊆ NP .

6.2 证明: 如果存在 NP 难的问题 Π ∈ P , 则 P = NP .

7 编程作业

请在 Virtual Judge 上完成以下编程作业 (Virtual Judge 的操作说明见后). 该部分成绩
按照题目通过率评分.

分治算法 (https://vjudge.net/contest/588166)

• Median: POJ-2388, POJ-1723

• Ultra-QuickSort: POJ-2299

• Binary Search: POJ-1064, POJ-2456

贪心算法 (https://vjudge.net/contest/588169)

• Interval problem: POJ-3069

• SSSP (Dijkstra, Bellman-Ford, Floyd): POJ-1860, POJ-3259

• MST (Prim, Kruskal): POJ-1258, POJ-2485

动态规划 (https://vjudge.net/contest/588171)

• Knapsack Problem: POJ-1837, POJ-3264, POJ-1276

• Largest Common String: POJ-1934

• Longest Increasing Subsequence: POJ-3903

回溯算法 (https://vjudge.net/contest/588172)

• POJ-1753, POJ-2965, POJ-1321
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8 附录：Virtual Judge 使用说明
8.1 Virtual Judge Contest 密码：Autumn2023

注：四场 Contest 的密码一样，均为 Autumn2023

8.2 Virtual Judge 个人账号昵称（Nickname）要求

要求：学号 + 姓名

注：若账号昵称（Nickname）未按要求修改，则编程实践部分成绩作废

例如：同学张三学号为 201905130170，那么他的昵称（Nickname）应为 201905130170
张三

展示如下图所示：

8.3 昵称修改方法

方法一

在 Register（注册）界面中有 Nickname 的填写，可以在此处直接填写学号 + 姓名
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方法二

用户登录后点击右上角用户名会出现 Profile 等选项，点击 Profile，进入个人界面

个人界面中点击用户名右侧的修改选项，进入个人信息修改界面，更改 Nickname 为学
号 + 姓名，填写验证码并点击 update，即可修改成功
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